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Данные методические указания  предназначены для самостоятельного изуче-

ния раздела высшей математики "Неопределенный интеграл" и содержат теоретиче-

ские сведения и примеры решения задач по технике интегрирования тригонометри-

ческих и иррациональных функций. 
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Раздел 1. Интегрирование иррациональных функций. 

§ 1.1. Интегрирование выражений вида 








k

dcx
baxxR ,

При интегрировании выражений вида 










k

dcx
baxxR ,

следует применить замену kt
dcx
bax 




. 

Если в подынтегральной функции содержится несколько радикалов от одного 

и того же дробно-линейного выражения, но разных степеней, то за k следует принять 

наименьшее общее кратное показателей радикалов. 

Выполнение действий с использованием указанной замены рассмотрим на 

примерах. 

Пример 1.1. 

Вычислить   xx
dx . 

Решение. 

Сделаем замену переменной 2tx  . Тогда tdtdx 2 .

CxCt
t
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tdt
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Пример 1.2. Найти 
x

dx
x
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1
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Решение. 

Сделаем замену переменной .2
1
1 tx
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Подставим полученное значение в исходный интеграл: 
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Мы получили интеграл от рациональной дроби, которую надо разложить на 

сумму простейших дробей. Проделаем это. 
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Из 1-го и 3-го уравнений находим .0A  

Из 2-го и 4-го уравнений ,24 B  то есть .2B  

А теперь рассмотрим 1-е и 2-е уравнения: 
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Откуда ,1C  .1D  

Итак, 
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Интегрируя сумму простейших дробей, получаем 

   






 111
2

2 t
dt

t
dtdt

t
 Cttt 1ln1lnarctg2  



 
 

5

.
1
1lnarctg2 C

t
tt 



  

Вернемся к исходной переменной: 
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Пример решен. Все выкладки обоснованы и верны. Но! Можно было упро-

стить себе работу. Вернемся к этапу разложения дроби на простейшие. Дробь со-

держит только 2t . Обозначим zt 2 . Раскладываем дробь на простейшие  
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Возвращаясь к переменной t , получим 

1
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Интегралы от дробей в правой части – табличные. Так иногда можно упро-

стить вычисления. 

Пример 1.3. 

Вычислить   3 11 xx
xdx

. 

Решение. 

Так как в знаменателе подынтегральной функции два радикала разных степе-

ней, то сделаем замену .1 6tx   

Проделаем все необходимые выкладки:  ,16  tx  .6 5dttdx   
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Возвращаясь к переменной x, получим 
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Пример 1.4. 

Вычислить   .13 dxxx  

Решение. 

Сделаем замену переменной 

31 tx  ,  ,13  tx  ,3 2dttdx   

    dtttdttttdxxx )(33)1(1 36233 . 

Находя табличные интегралы, получим 

Cttdttt  4
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7
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Вернемся к переменной x: 
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4

3
7

4
3

7
3 Cxx   



 
 

7

Примеры для самостоятельного решения. 

№ Задание Ответ 

1  
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 .arctg66 66 Cxx   
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§ 1.2. Интегрирование функций, содержащих cbxax 2  

Рассмотрим несколько примеров интегралов от функций, содержащих 

cbxax 2 . Такие интегралы называют интегралами от квадратичных иррацио-

нальностей. 

Пример 1.5. 

Найти интеграл   544 2 xx

dx
. 

Решение. 

Выделим полный квадрат из подкоренного выражения. 

1)12(4144544 222  xxxxx . 
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Теперь используем табличный интеграл 
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Следовательно, 
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Пример 1.6. 

Найти интеграл  


228

)3(

xx

dxx
. 

Решение. 

Выделяем полный квадрат из подкоренного выражения. 

   )912(8228 222 xxxxxx  

  22 )1(99)1(  xx . 

Теперь сделаем замену переменной tx 1 .  dtdx  . 
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Возвращаясь к старой переменной и учитывая, что 22 289 xxt  , полу-

чим 
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dx





 3
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28
2

2
. 

Пример 1.7. 

Найти   



126

)13(
2

2

xx

dxxx
. 

Решение. 

Для решения этого примера воспользуемся формулой 
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dxcbxaxxQ
cbxax

dxxP
n

n
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,     (*) 

где )(xPn  – многочлен степени n , )(1 xQn  – многочлен степени 1n  с неопреде-

ленными коэффициентами,   – также неопределенный коэффициент. 

Чтобы найти неопределенные коэффициенты, нужно продифференцировать 

обе части равенства (*) и приравнять коэффициенты при одинаковых степенях x . 
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Для нашего примера 13)( 2  xxxPn , следовательно, 2n  . 
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Продифференцируем это равенство: 
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xBAx  . 

Преобразуем получившееся равенство при помощи приведения к общему 

знаменателю (первую дробь в правой части предварительно сократим на 2). 

 )3)(()126(13 22 xBAxxxAxx . 

Раскроем скобки и получим равенство двух многочленов: 

 BAxBxAxAAxAxxx 3312613 222 . 

 BBxAAxAxxx 3129213 22  

Теперь приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x в правой и ле-

вой частях равенства: 
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Подставим найденные коэффициенты в равенство (**) и вычислим интеграл в 

правой части. Для этого выделим полный квадрат в подкоренном выражении. 
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Cxxxxxx 
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§ 1.3. Интегрирование иррациональных функций  

при помощи тригонометрических подстановок 

Интегралы вида dxxaxR 




  22, , dxxaxR 





  22, , 

dxaxxR 




  22,  можно вычислять при помощи тригонометрических подстано-

вок следующих видов: 

а) Если интеграл содержит 22 xa  , то следует сделать подстановку 

tax cos . Тогда tatataaxa sin)cos1(cos 2222222  . 

b) Если интеграл содержит 22 xa  , то следует сделать подстановку 

tax tg . Тогда 
t

a
t

atataaxa
coscos

1tg1tg 2
222222  . 

с) Если интеграл содержит 22 ax  , то следует сделать подстановку 

t
ax

cos
 . Тогда  
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t
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t
aax tg
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cos 2
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22 


 . 

Таким образом, мы видим, что при помощи этих подстановок мы избавляемся 

от иррациональности подынтегральных функций. 

Пример 1.8. 

Вычислить dx
x

x  29
. 

Решение. 

Сделаем подстановку tx cos3 . Тогда  

ttx sin3cos999 22  ;   tdtdx sin3 . 
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Пример 1.9. 

Вычислить dx
x

x 
2

2 1 . 

Решение. 

Сделаем подстановку 
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§ 1.4. Интегрирование дифференциального бинома 

Дифференциальным биномом называется выражение вида 
pnm bxax )(  , 

где a и b  – вещественные числа, m , n  и p  – рациональные числа. Великий рус-

ский математик П.Л. Чебышёв доказал, что интегралы от дифференциальных бино-

мов берутся только в трех случаях, а именно: 

1) если число  p  – целое; 
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2) если число 
n

m 1
 – целое; 

3) если число p
n

m 1
 – целое. 

Избавиться от иррациональности можно при помощи подстановок, которые 

называются подстановками Чебышёва: 

Случай 1. p  – целое. Подстановка ktx  , где k – наименьший общий знаме-

натель дробей m  и  n . 

Случай 2. 
n

m 1
 – целое. Подстановка sn tbxa  , где s  – знаменатель дро-

би p . 

Случай 3. p
n

m 1
 – целое. Подстановка snn txbxa  , где s  – знамена-

тель дроби p . 

Пример 1.10. 

Вычислить dx
x

x 3 41 . 

Решение. 

Запишем интеграл в виде dxxx
3
1

4
1

2
1

1 















. 

В подынтегральной функции  
3
1p , 

2
1m , 

4
1n . 

У нас p – дробное, значит это не случай 1. 

Вычисляем 2
2
4

4
1

1
2
1

1






n

m .  

Получили целое число, значит, это случай 2. 

Сделаем подстановку 341 tx  .  Тогда 43 )1(  tx ,   

dtttdtttdx 332233 )1(123)1(4  . 
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Пример 1.11. 

Вычислить интеграл   322 )1( xx

dx
. 

Решение. 

Запишем интеграл в виде   dxxx 2
3

22 1


  . 

2m , 2m , 
2
3p .   

2
1

2
121 

n
m

 – дробное. 

2
2
3

2
11  p

n
m

 – целое. 

Следовательно, это случай 3. Подстановка 2221 xtx  .  
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Примечание. Некоторые интегралы можно вычислить различными способами. 

В зависимости от способа решения могут получаться различные ответы, которые 

можно привести один к другому элементарными преобразованиями. 

Пример 1.12. 

Вычислить  12xx

dx
. 

Решение. 

Этот интеграл можно вычислить несколькими способами. Рассмотрим неко-

торые из них. 

Способ 1. Сделаем подстановку 
x

t 1 . Тогда 
t

x 1 , dt
t

dx 2
1

 . 
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2
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Способ 2.  Воспользуемся подстановкой Чебышёва. 

dxxx
xx

dx 
 


2
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2
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1

. 

1m , 2n , 
2
1p .  01 

n
m

. 

Подстановка  22 1 tx  .  12  tx , 
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Покажем, что этот ответ идентичен тому, что мы получили способом 1. Для 

этого умножим числитель и знаменатель дроби на ее знаменатель: 
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Способ 3. Сделаем тригонометрическую подстановку tgtx  . 

Тогда  
t

dtdx 2cos
 ,  

tt
tx

cos
1

cos
11tg1 2

22  . 








 

t
tt

dt

t
tt

dt

xx

dx

cos
sincos

cos
1tgcos1 22
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dt
  2
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2

tgln
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. 

Так как 






sin
cos1

2
tg , то 

x
xx

arctgsin
arctgcos1

2
arctgtg 

 . 

А так как  
21

1arctgcos
x

x


   и   
21

arctgsin
x

xx


 , то 




 C
x

xCx
arctgsin

arctgcos1ln
2

arctgtgln  

C
x
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x

x
x 










11ln

1

1

11
ln

2

2

2
. 

Во всех трех случаях мы получили одинаковый ответ. При решении примеров 

самостоятельно, можно решать любым способом, учитывая, что ответ по форме мо-

жет не совпадать с данным в таблице. 

Примеры для самостоятельного решения. 

№ Задания Ответы 
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1   .3 dxxx    .362
5
2 Cxxx   

2   
.31 xx

dx  .arctg66 66 Cxx   

3   .21 dxx
x

x    .1ln2
222 Cx x

x
x

x 





    

4   124 2 xx

dx
. Cxx 
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4
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4
1ln

2
1 2
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5   2

2

21 xx
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. 
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2
3

2
xxx Cx



2
1arcsin2 . 

6 dx
x

x 3 4 1      Cxx  3
4

43
7
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7
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. 

 

Раздел 2. Интегрирование тригонометрических функций 
§ 2.1. Интегрирование тригонометрических 

функций вида   dxxxR cos,sin  

Для интегрирования рациональных тригонометрических дробей существует 

универсальная подстановка .tg 2 tx   Эта подстановка всегда позволяет перейти от 

тригонометрической функции к дробно-рациональной. Вспомним формулы, выра-

жающие ,sin x  ,tg x  xcos  через 2tg x  (см. Приложение): 

,sin
2

2
2

tg1

tg2
x

x

x


  ,cos
2

2
2

2

tg1

tg1
x

x

x



  .tg

2
2
2

tg1

tg2
x

x

x


  

Итак, универсальная тригонометрическая подстановка: 

 

,
2

tg tx
     

21
2

t
dtdx


  

,
1

2sin 2t
tx


  

2

2

1
1cos

t
tx




  , 

21
2tg

t
tx
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Пример 2.1. 

Вычислить   x
dx
cos3

 

Сделаем замену .
2

tg tx   Выражая xcos  через 
2

tg x
, получим 2

2

1
1cos

t
tx




 . 

Выразим x через новую переменную t: ,arctg2 tx   найдем .
1
2

2t
dtdx


  

Подставим xcos  и dx под знак интеграла: 

  





 




21

212 31
2

t
tt

dt  
 21233

2
tt

dt  
22t

dt .arctg
22

1 Ct   

Возвращаясь к переменной x, получим 

  x
dx
cos3

= .arctg
2

tg
2

1 2 C
x

  

Пример 2.2. 

Вычислить интеграл  x
dx

sin
. 

Решение. 

.sin
2

2
2

tg1

tg2
x

x

x


   ,arctg2 tx   .
1
2

2t
dtdx


  

Подставим x и dx под знак интеграла: 

 x
dx

sin
=   CxCt

t
dt

t
tt

dt  


 2
tglnln

21
221

2 . 

Если подынтегральная функция содержит только четные степени синуса и ко-

синуса или только тангенс, то проще сделать подстановку tx tg .  

Тогда tx arctg , 21 t
dtdx


 .  

Используя известные тригонометрические формулы (см. Приложение), най-

дем 2

2
2

1
sin

t
tx


 , 2
2

1
1cos

t
x


 . 

Пример 2.3.  

Вычислить интеграл   x
dx

2sin5
. 
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Решение. 





















  22

2

2
2

2 55
1

5)1(
sin5 tt

dt

t
tt

dt
x

dx
 







  Ct
t

dt
t

dt
5
6arctg

5
6

6
1

6
56

1
65 22  

Cx  tg
5
6arctg

30
1

. 

Пример2.4. 

Вычислить xdx 4tg . 

Решение. 

























  dt
tt

tt
t

t
t

dttxdxtg
1

1
1

)1)(1(
1

11
1 22

22

2

4

2

4
4  




   Cttt
t

dtdtt arctg
31

)1(
3

2
2  

CxxxCxxx  tgtg
3
1tgarctgtgtg

3
1

. 

 

§ 2.2. Интегралы вида xdxx nm cossin  

Рассмотрим четыре случая для интегралов вида xdxx nm cossin . 

1. Пусть n  – целое, положительное и нечетное число. Тогда нужно сделать 

подстановку tx sin . 

2. Пусть m – целое, положительное и нечетное число. Тогда нужно сделать 

подстановку tx cos . 

3. Пусть m  и n  – целые неотрицательные четные числа. Тогда при вычисле-

нии интеграла нужно использовать тригонометрические формулы понижения по-

рядка синуса и косинуса:  

)2cos1(
2
1cos2 xx  ; )2cos1(

2
1sin2 xx  . 
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4. Пусть nm   – четное отрицательное целое число. Тогда следует сделать 

подстановку tx tg . 

Пример 2.5. 

Вычислить  .cos4 xdx  

Решение. 

Здесь 0m , 4n . Следовательно, это случай 3. 

Используем формулу понижения степени 







 

2
4

2
2cos1cos xx  xx 2cos2cos21

4
1 2 . 

В последнем слагаемом снова понизим степень: 

2
4cos12cos2 xx 

  . 

 xdx4cos  





  dxxx

2
4cos

2
12cos21

4
1

 

 





  dxxx 4cos

8
12cos

2
1

8
3 .4sin

32
12sin

4
1

8
3 Cxxx   

Пример 2.6. 

Вычислить  .
cos
sin

4

3
dx

x
x

 

Решение. 

Имеем 3m , 4n , следовательно, это случай 2. 

Сделаем подстановку tx cos . Учитывая, что ,sin dtxdx   ,cos1sin 22 xx   

получим 

 dx
x
x

4

3

cos
sin

= 


x
xdxx

4

2

cos
sin)cos1(




  4

2 )1(
t

dtt  
 dt

t
t

4

2 1

C
xx

Ct
t

dtt
t
dt




 cos
1

cos3
1

3
1 3

4
2 . 

Пример 2.7. 

Вычислить  xx
dx

sincos3 . 
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Решение. 
Здесь 1m , 3n ;  4 nm . Это случай 4. 

Сделаем подстановку tx tg . Тогда  tx arctg , 21 t
dtdx


 . 

21
sin

t

tx


 , 
21

1cos
t

x


 . 






 
232

23

1)1(

1)1(sincos
t

t

t
t

dt
xx

dx  

 








 dtt

t
dttdt

t
t )1(

1
)1(

1
)1( 2

2

22

2

42
 

CxxCtt  3
3

tg
3
1tg

3
. 

 

§ 2.3. Интегрирование при помощи тригонометрических преобразований 

Рассмотрим интегралы вида  

 bxdxax cossin ,  bxdxax sinsin ,  bxdxax coscos . 

Они вычисляются при помощи тригонометрических формул  

  ))sin(sin(
2
1cossin  ; 

  ))cos(cos(
2
1sinsin  ; 

  ))cos(cos(
2
1coscos  . 

Пример 2.8. 

Вычислить  .2cos5sin xdxx  

Решение. 

  dxxxxxxdxx ))52sin()52(sin(
2
1.5cos2sin  

    xdxxdxdxxx 7sin
2
13sin

2
1)7sin)3(sin(

2
1
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Cxx  7cos
14
13cos

6
1

. 

Пример 2.9. 

Вычислить  
.

cos1
cossin

2 dx
x
xx

 

Решение. 

Перейдем к двойному углу 





 dxx

x

2
2cos11

2sin
2
1  


dx

x
x
2cos3

2sin
 

Cx
x
xd





  2cos3ln
2
1

2cos3
)2cos3(

2
1

. 

Примеры для самостоятельного решения. 

№ Задания Ответы 

1  dx
x
x

cos
sin3

 Cxx 
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tglnsin  

2  dx
x
x

2

4

cos
sin

 Cxxx 
2
32sin

4
1tg  

3    21cos
sin

x
dxx

 C
x


1cos

1
 

4   xx
dx

cos3sin45
 

Cx 


2
tg2

1
 

5   x
dx

2sin1
 Cx tg2arctg

2
1

 

6 xdxx 4sin3sin  Cxx  7sin
14
1sin

2
1
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Приложение. 

Алгебраические выражения 

  222 2 bababa  ; 

  32233 33 babbaaba  ; 
 

Cвойства степеней 

;10 a    

;yxaa yx   

;yxyx aaa    

  ;xyyx aa   

  ;0,  bbaba xxx  
 

Логарифмы 

( 1,0  aa ) 

xa xa log , ;0x  

;0,logloglog  xyyxxy aaa   

;0,logloglog  xyyx aay
x

a   

;0,loglog  xxx aa   

;N,0,log2log 2  mxxmx a
m

a  

;0,1,0,log log
log  bxxb a

b
a

x

x   

;1,0,log log
1  bbb aa

b
 

;0,R,0,loglog  kkxxx k
aa k  

.0,R,,0,loglog  kkmxxx ak
mm

a k  
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Тригонометрические функции 

;1cossin 22   

,
cos

11tg 2
2


  ;Z,2   nn  

,
sin

11ctg 2
2


  ;Z,  nn  

;
1tg

1cos;
1tg

1cos
22

2





  

;
1ctg

1sin;
1ctg

1sin
22

2







;cossin22sin   

;sincos2cos 22   

;1cos22cos 2   

;sin212cos 2   

;
2

2cos1cos2 
  

;
2

2cos1sin2 
  

     ;sinsincossin 2
1 

     ;coscossinsin 2
1 

     ;coscoscoscos 2
1 

,
tg1
tg2

sin
2

2
2





  ;Z,2  nn  

,
tg1
tg1

cos
2

2
2

2








 Z,2  nn
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